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Resumen

En este trabajo se estudia un modelo presa- depredador del tipo Leslie-Gower con
respuesta functional Holling tipo Ill, descrito por un sistema bidimensional de
ecuaciones diferenciales ordinarias. Para asi determinar las condiciones para la
existencia de los puntos de equilibrio.
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Abstract

Here a continuous-time predator-prey model of Leslie-Gower type with functional
response Holling 11l type is studied, described by an autonomous bidimensional
ordinary differential equation system. To determine the conditions for the existence of
the equilibrium points.

Keywords: dynamical systems, equilibrium points, functional response

Introduccion

En este trabajo se analiza un modelo depredador-presa continuo en el tiempo, teniendo
en cuenta dos aspectos importantes para la descripcion de la interaccion:

1. La funcion de crecimiento de los depredadores es de tipo logistico.
2. La tasa de consumo de respuesta o depredador funcional es un tipo Holling IlI.

El aspecto caracteriza tipos de modelos depredador-presa Leslie o modelo logistico
presa 0 modelo Leslie-Gower, en el que, la capacidad de carga ambiental depredador
Ky, es una funcién de la presa de mayor tamafio x, es decir, depende de la disposicién
de recursos. Aqui se considera que Ky = K (x) = nx+c. Aunque los modelos Leslie
pueden llevar anomalias en sus predicciones, porque predice que, incluso a muy baja
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densidad de la presa, cuando la tasa de consumo de los depredadores individuo es
esencialmente cero, la poblacion de depredadores puede, sin embargo, aumentar, si la
relacion presa es muy pequefia, estos modelos se emplean recientemente en la ecologia.

El depredador de respuesta funcional o funcién de consumo se refiere al cambio en la
densidad de presas atacado por unidad de tiempo por depredador, cuando la densidad de
presas cambia.

En este trabajo se va a considerar que la respuesta funcional depredador se expresa por la
funcién h(x) = —1~—

X“+a

Biologicamente una respuesta funcional sigmoidea explica el hecho de que a bajas
densidades de poblacion de la presa del efecto de depredacion es baja, pero si aumenta
el tamafio de la poblacion, la depredacion es mas intensiva. Este fendbmeno aparece en
varias interacciones del mundo real y en este caso se dice que el depredador es
generalista, debido al tamafio de la poblacion, si la presa es baja, se busca otras
alternativas de alimentos. Las respuestas funcionales sigmoideas pueden surgir de una
variedad de mecanismos, uno de los cuales estd cambiando a fuentes de alimento
alternativas. Desde hace tiempo se sabe que sigmoidea puede estabilizar un equilibrio
inestable de otra forma de presas y depredadores en los modelos de Lotka-Volterra, pero
se demuestra que esto no sucede en el modelo de Leslie-Gower.

El problema de la determinacién de las condiciones que garantizan la singularidad de un 1 62
ciclo limite o la estabilidad global del equilibrio positivo Gnico en los sistemas presa
depredador, ha sido ampliamente estudiada en las ultimas tres décadas, a partir de la

obra de Cheng, quien fue el primero para demostrar la singularidad de un ciclo limite

para un modelo depredador-presa especifico con una respuesta funcional Holling tipo 11,

utilizando la simetria de la isoclina presa. Este tipo de resultados son los que se esperan

en un estudio global para sistemas de este tipo [1, 3]. Esto ultimo esta relacionado con

el problema sin resolver propuesto por el matematico David Hilbert en 1900, y se

refiere al nimero méximo de ciclos limite de un sistema ecuacion diferencial de un

polinomio bidimensional, cuyo grado debe ser menor que o igual a n [8].

Descripcion del problema
Modelo

Los modelos de tipo Leslie son descritos por el sistema de ecuaciones diferenciales
bidimensional de la forma:

(=0 (1-3)-5)

(1)

|
U &=s (-0
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Donde x = x (t) e y = y (t) expresan los tamafos de la poblacion de presas y
depredadores respectivamente, f(x) = xg(x) es la tasa de crecimiento poblacional
(usualmente la funcion logistica), h(x) es la tasa de consumo o respuesta funcional de
los depredadores [11] y Ky = k(x)=nx+c, es la capacidad de soporte de los depredadores
dependiente del tamafio de la poblacion de presas.

La respuesta funcional es h(x) =%, pero otras formas han sido asumidas en

trabajos anteriores o topoldgicamente iguales [4, 5, 6, 8]. Por su parte, la forma mas
usual para la capacidad de soporte de los depredadores es K,, = nx. De este modo se
obtiene el sistema de tipo Kolmogorov

Estd definidoen Q = {(x,y) E R*x >0, y >0}

Resultados principales

Lema:
El sistema X, es topologicamente equivalente al sistema:

( Z—i =(1-wW@?+4) —Quv)u+Cu

Yo
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|
\ %zB(u+C—v)(u2+A)v

Demostracion:

Se utiliza la metodologia empleada en [ 4, 5, 7,9,11]

_ _ d¢ _ pdu dy _dv
Seax = Ku ey = nKv, luego dt_Kdt'y dt_ant

Kdu_( a ) qKu nKv)
ac " u (Ku)? + a? “
U, .
| Kdv_ ( nKv ) X
k n dt_s nKu+c ntv
.
du qu nv
T r(l—u) - @ u
u +p
Uy -3
dv v
— =5 — v
dt £
\ uUtaK
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du qn  uv
Frinkd 1-u) - - 2+a_2 u
U, .3 k2
ll, :
dv 1 v
—=s|1- v
dt £
u +nK
Reescalamiento del tiempo
dz dz dt
Sea T = >=~t, luego —=——
(u+L)<u2+a_) dt  drdt
nk k2
( d
r u gn  uv
c , , a% dac (1—u)—7 , , a? “
- (u+ﬁ)<u +p> u +F
Y,
+ v
T dv _ Ly =
( +L)(2+a_2>a_s u+i v

164
(o= ) Tl

dv s c a?®
—_— T — — — 2 —
i r(u+nk v)(u +k2>v

Haciendo la sustitucion

P P _S._¢
kz'Q r’ r’ nk
Asi pues, el sistema:
d
( d—: =(1-wW@?+4) —Quv)u+Cu
Y, )
l dv
k EzB(u+C—v)(u2+A)v




IngEom EAM

de la Facultad de Ingenieria EAM,

Lemal

Los puntos de equilibrio del sistema (2) o singularidades del campo Y,, en el primer
cuadrante son: 0 = (0,0), Q; = (1,0) y los puntos de equilibrio positivo Q, =

(ue, v,) determinados por la interseccion de las iséclinas v=u+C y v = Q—lu(l —
w) (A + u?).
Cantidad de puntos de equilibrio positivos en el sistema (2) se tiene:
al. Un unico punto de equilibrio positivo, siy sélosi, 1 —Q < 0.
Demostracion

De interseccion de las iséclinas v = u + C y (1 — uw) (A + u*) — Quv = 0, se obtiene la
ecuacion

AI-wWA+u>)—Quu+C)=0= 1-Qu*—u*+(-4A—-CQu+A

Se tiene que el punto Q. = (ue, v,) satisface la ecuaciéon, —u®+ (1 —Q)u®>— (A+
CQ)u+ A = 0, 0 sea, es solucion o raiz del polinomio

Pw=uw*-1-Qu*+(A+CQu—A (3)
Usando la regla Descartes se deduce que P(u) puede tener: 1 65

ai. una raiz real positiva, siysolosi 1 —Q <0,
bi. tres raices reales positivas diferentes, si y s6lo sil1 — Q > 0.

Al sustituir u por -u se obtiene el polinomio
P—W)=-uw—-(1-Qu*—(A+CQu—-A
aii. no tiene cambios de signo si y sélo si1 — Q > 0, por lo cual no habria raices
reales negativas.

bii. Tiene dos raices reales negativas, si y sélo sil — Q < 0.

Se considera que u, = H, la raiz real positiva que siempre existe para P(u) y por
P, = (H, H) el punto de equilibrio que existe en Q.

Dividiendo el polinomio P(u) por (u — H) se obtiene:

3 _ — 2 — — —
ud—(1 Q)I;;&—;IA+CQ)u A:A+H(H+Q—1)+u(H+Q—1)+CQ+A H(A+H§IH_+uQ 1)+CQ)+u2

Se tiene que el residuo de la division es:
R(w)= AH+ H*Q—A—H*+H*+CHQ = H*+ (Q—-1)H*+ (A+ CQ)H — A,

(1-H)(A+H?)

Si R(u) = 0Oentonces Q = HHTO)
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ComoQ >0, entonces H<1. vy Pi(u)=uw*+H+Q—-1Du+HH+Q—-1)+
CQ+A=

Es un factor de P(u).
Recordando que 1 — Q > 0, el polinomio

PP (w=uw*-(1-Q-Hu+CQ+A-—(1-Q—H)

Tiene dos raices reales positivas, si y solo si, 1—-Q—-—H >0, CQ+A—-(1-0Q —
H) > 0y ademas,
A=(1-Q-H)*-4(CQ+A-(1-Q-H))

Las soluciones son:
_1-Q-H-vA
B 2

Uy

1-Q—-H —-VA
= O
2

Uz
Claramente u, < us; ademasu, = us, si y solo si, 4 = 0, es decir si y solo si,

(1—Q—H)*—4(CQ+A—(1—Q—H)) =0, 166

Por tanto,
A=(3)A-Q-H)?+(1-Q-H)-CQ.

Observaciones

Los resultados anteriores se pueden simplificar usando la relacién para Q, y se tiene.

(1—H)(A + H?) (1 - H)(A + H?)
Pl(”)=”2_<1_ H(H+ ) _H> CHwmro
(1-H)(A + H?)
_<1_ H(H + C) _H>
. (A—H)A-CH)  A+AH?+2CH? - CH® + AC — AH — CH
P =u' ——p gy vt H(C + H)
P _, (-H(A-CH) —CH3+4+ (A+20)H?> = (A+ C)H+ (A + AO)
W = -y ¢ H(C + H)

Para la positividad de las soluciones de P, (u) se debe cumplir que:
A—CH>0y —CH*+ (A+2C0)H*— (A+C)H+ (A+ AC) >0

Luego
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_(A-H)(A-CH)\* —CH?+ (A+20)H? — (A+ CO)H + (A+ AC)
_< H(C + H) >_ H(C +H)

_ —4AH? — 2A%H + 4AH® — 4AH* + ACH® — 8CH* + 4CH® + A’H® + 5C°H? — 10C*H® + 5C°H* + A® + 4ACH® — 4AC*H — 6ACH® — 6ACH
B H?*(C + H)?

El numerador debe ser positivo,

n(4,C,H) = —4AH? — 2A’H + 4AH® — 4AH* + 4CH® — 8CH* + 4CH® + A*H?
+ 5C?H? — 10C?H3® + 5C*H* + A? + 4ACH? — 4AC?H — 6ACH?
— 6ACH

= 4CH® + (5C* — 8C — 4A)H* + (4A + 4C — 6AC — 10C?) H? + (A% + 4AC — 4A
+ 5C*)H? + (—2A4% — 4AC? — 6AC) H + A*
Lema 2
El conjunto I' = {(u,v) € R*/u = 0,v = 0} es una region de invarianza.
Prueba

Como el modelo es del tipo Kolmogorov, entonces los ejes u =0y v = 0son
conjuntos invariantes.

Si u = 1 entonces, Z—: = —Qu(1+C) < 0y cualquiera que sea el signo de% =B(u +C— 167
v)(u® + A)v las trayectorias del campo entran a la region I'. o

Como consecuencia, se tiene quel’ = {(x,y) € R*/x = 0,y = 0}, es una region de invarianza
para el sistema (2).

Lema 3

Las soluciones del sistema (2) son acotadas.
Prueba

Luego se usa la compactificacién de Poincaré. [2, 6]

SeaX = % yY =2 entonces,

v

ax 1( du dv) dY_ 1 dv
dr v? dt

a v\"ar ar

Luego, el sistema toma la forma:
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[ aX X ( -x°v + x* — ABY® — acY* - axy® — BX’vy + BX’y + )

dr v* \ CX3Y + QX?Y + AX?Y? — CX?Y? + ABCY* + ABXY® + ACXY® + CQXY? + BCX?Y?
Y., <
dy AY? + X2
\ —=-B(x+cr-1)
dt Y?

Para simplificar los calculos se considera el reescalamiento del tiempo dado por:
1

T = — 7 ; entonces,
y

(ax _ (—X3Y +X* — ABY3 — ACY* — AXY? — BX2Y + BX3Y + CX3Y + QXZY)
| ac +AX?Y? — CX?Y? + ABCY* + ABXY® + ACXY® + CQXY? + BCX2Y?

Y,
L = = —BY2(X + CY — 1)(AY? + X?)

Luego

oron-(39)

Para desingularizar el origen se aplica el método de blow up, haciendo X =ry Y =

r?s, entonces:
168

dr dr
dT — dT
Y, =
ds 1 /dY dr
7=z
Entonces
Y,

( dr _ /5 <Bs — Qs +rs— Ar?s? + Ar3s® + Cr?s* — Brs — Crs — CQrs? +>
dT ABr?s® — ABr®s® — ACr®s® — BCr?s® + ACr*s* — ABCr*s* — 1

ds  , (—Bs+2Qs — 2rs + 2Ar2s? — 2Ar3s3 — 2Cr?s? 4+ Brs + 2Crs + 2CQrs?
\dT r _ 2.3 3.3 3.3 2.2 4.4 4.4
ABr<s® + ABr°s® 4+ 2ACr°s” + BCr~s 2ACTr*s*™ + ABCr*s™ + 2

Para simplificar un poco, se hace un reescalamiento del tiempo dado por: A = r*T,
luego se obtiene el sistema:
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Yy
( ar _ (Bs — Qs +rs — Ar?s* + Ar3s® + Cr?s* — Brs — Crs — CQrs? +)
da AB7r?s3 — ABr3s® — ACr3s® — BCr?s* + ACr*s* — ABCr*s* — 1
=
ds _ s ( —Bs + 2Qs — 2rs + 2Ar%s? — 2Ar3s® — 2Cr?s? + Brs + 2Crs + )
\dA " \2CQrs? — ABr?s3 + ABr3s® 4+ 2ACr3s® + BCr?s? — 2ACr*s* + ABCr*s* + 2
Entonces

onon ()

Vemos que (0,0) es un punto silla del campo de vectores Y,y Y, , para el cual el punto
(0, ) es silla del campo vectorial compactificado, por lo tanto las orbitas son acotadas.
Este resultado implica que el sistema estd bien definido, pues si hay pocas presas
(x = 0) la poblacion de depredadores también tiende a cero.o

Naturaleza de los puntos de equilibrio sobre los ejes
Para esto se requiere la matriz Jacobiana cuyas componentes son:

(W, )11 —Qu*(C +u)
DYn(u,v) = B(C +u—2v)(A 169

Bv(A + 2Cu — 2uv + 3u?) +u?)

Con

Y, (u,v)11 = 3Cu® — 34Au® — 4Cu® + AC + 2Au + 4u® — 5u* — 3QuPv — 2ACu
— 2CQuv

= —5u*+ (4 — 4C)u3 + (3C—-3A— BQv)u2 + (24— 2AC — 2CQv) u + AC
Lemal

La singularidad (1, 0) es un punto silla.
Demostracion
En el punto (1, 0) se tiene:

Y, (1,001 = 3C(1)2 —34(1)?2 —4C(1)3 + AC + 2A(1) + 4(1)3 = 5(1)* = 3Q(1)?*v
—2AC(1) —2CQ()v

= —A-C—-AC-3Qu—-2CQu—1—-A—-C—-AC—-1= —(C+1)(A+1)

—Cc+D@a+n “QCEFD

DY, (1,0) =
0 B(C+1)(A+1)
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det DY,,(1,0) = —B(C + 1)*(A + 1)? < 0, luego, el punto (1,0) es silla. o

Lema 2

La singularidad (0,0) es un repulsor.
Demostracion

La matriz jacobiana evaluada en el origen es:

ACO)

DY, (0,0) = (0 ABC

El det DY,,(1,0) = A>BC* > 0 y latrazatr Y,,(1,0) = AC + ABC = AC(B+1) > 0.
Luego, el punto (0,0) es un repulsor. o

Lema 3
La singularidad (0, C) es un punto de silla

Demostracion
AC 0 )

DY (0,€) = ( ABC — ABC

Claramente, DY,,(0,C) = (0,C) = —A?BC? < 0. Luego (0,C) es punto silla. o 1 70

Naturaleza de los puntos de equilibrio positivos

Asi pues, se debe distinguir diferentes casos de acuerdo al lema (0) cuando existan uno,
dos o tres puntos de equilibrio al interior del primer cuadrante.

Existencia de un tinico punto de equilibrio positivo

El Gnico punto de equilibrio es (H,H+C)

_ _yg2
Como Q = % entonces el sistema (2) se puede reescribir de la forma:
du (1-H)(A—H?)
|(_r=<(1_u)(u2+A)_ 2+ CH uv)(u+6)u
Yn
dv
—=Bu+C—-v)(u?+A)v
dt
La matriz Jacobiana evaluada en (H,H+C)
DY, (u,v) = Y, (u, )14 —Qu*(C +u)
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Bv(A+ 2Cu —2uv + 3u?) B(C+u—2v)(A+u?)

(1-H)(A+H?
- HH+O0

Y, (H,H + )44 (H?)(C + (M)

DY, (H,H+C) =
Bv(A + 2C(H) — 2(H)

(H +0) + 3(H)?) B(C+ (H)—2(H+C)(A+ (H))

B(C+(H)—2(H+C)(A+ (H)*) = —B(A+ HH)(C + H)
Bv(A + 2C(H) — 2(H)(H + C) + 3(H)?) = Bv(A + H?)
Y, (1,0)14 —H(1 - H)(A+ H?)
DY, (H,H+C) =
B(A+HY)(C+H) —B(A+HY(C+H) 171
Yo (H,H + C)11 = —5u*+ (4 — 4C)u® + (3C — 34 — 3Qu)u® + (24 — 2AC — 2CQv) u + AC
= —5(H)* + (4 — 4C)(H)® + (3C — 34 — 3Qv) (H)? + (24 — 2AC — 2CQv) (H) + AC

= —5(H)*+ (4 —4C)(H)® + (3C = 34— 3Q(C + H))(H)? + (24 — 2AC — 2€Q(C + H))(H) + AC

(1-H)(A+H?
H(H +C)

=—5H"‘+<4—3 —4C>H3+<3C—3A—5C
(1-H)(A+ H?)

H(H + 0)

1-H(A+ H2)> 42
H(H +C)

+<2A—2AC—2 CZ)H+AC

= —2H*+ (1 —-2C)H3® + CH? — AH — AC
= (—A+ H?>-2H*(C+ H)

—2H*+ (1 —-2C)H3+ CH? —AH —AC —H(1 - H)(A + H?)

DY,(H,H+C) =
( +o B(A+ H*»)(C+H) —B(A+ H?»)(C + H)
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DY, (H,H + C)
= BA?C? — BA*CH? + 3BA*CH — BA*H® + 2BA? H*> + 2BAC?H?
+ 2BACH* + 2BACH® + 2BAH* + 2BC?H® — BC*H* + 3BCH®
— BCH® + BH’
= B(C + H)(A+ H*)(—AH? — CH?* + 2CH® + AC + 2AH + H%)

Su signo depende del factor

d(A,C,H) = —AH? — CH? + 2CH® + AC + 2AH + H*

P.D. d(A,C,H) = H*+ 2CH?® — (A+ C)H? + 2AH + AC > 0.

Cabe afiadir que existe un Unico punto positivo, si y sélo si, 1 — Q < 0, es decir,

(1—H)(A+H2)_—A+AH+CH+H3<
HH+C) H(C + H) =

—A+AH+CH+H>*=—-A+ (A+C)H + H?

Como d(A, C, H) se puede reescribir como
d(A,C,H) = H* — (A+ C)H* + AH + AC + 2CH* + AH
=H*— (A+ C)H*+ AH + AC + 2CH*" + AH
=—H*—(A+C)H? + AH + 2H* + AC + 2CH?* + AH
= (—H®— (A4 C)H+ A)H + 2H* 4+ AC + 2CH?® + AH > 0. 172
Y la naturaleza de (H, H + C) depende sdlo de la traza.
trDY,((H,H+ C) = (—A+ H?—2H%)(C + H) — B(A + H?)(C + H)
= (C+H)(=A—BH?* — AB + H* — 2H%),
Cuyo signo depende del factor
T(4,B,H) = —A— BH?> — AB + H? — 2H3
= — (H?2+4 A)B + (H? — 2H3 — A)

Por lo tanto puede cambiar de signo, si y sélo si, H* — 2H®* — A > 0, esto es, para
A > H?(1 — 2H).

Se toma como bifurcacion de Hopf [6], para

H?>—-2H3—A
H*+ A

Conclusion

En este trabajo se estudio parcialmente un modelo del tipo Leslie-Gower utlizando
efecto Allee débil y diferentes respuestas funcionales. En el modelo se realizé una
reparametrizacion y un reescalamiento del tiempo para obtener un sistema polinomial
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topoldgicamente equivalente y asi poder simplificar los célculos. Ademaés, se prueba
que las soluciones del sistema son acotadas usando la compactificacion de Poincaré y
también para mostrar que el modelo esté bien propuesto, y con el objetivo de aplicar el
Teorema de Poincaré-Bendixon; y se determinan las condiciones en el espacio de
parametros para que el Gnico punto de equilibrio positivo sea un atractor o repulsor
rodeado por al menos un ciclo limite.
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