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Resumen

Se modela el control 6ptimo por prevencion de la poliomielitis, mediante un funcional objetivo de costos indirectos y directos ligado
aun sistema de ecuaciones diferenciales no lineales que interpreta la dindmica de transmision de la bacteria en la poblacion humana.
Se analiza por el principio maximo de Pontryagin obteniendo un problema de contorno que se resuelve por MATLAB utilizando
valores hipotéticos para los parametros.
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Abstract

Optimal polio prevention control is modeled through a functional target of direct and indirect costs linked to a system of nonlinear
differential equations that interprets the dynamics of the transmission of the bacterium in the human population. It is analyzed by
the maximum principle of Pontryagin obtaining a contour problem that is solved by MATLAB using hypothetical values for the
parameters.

Keywords: Mathematical model, Optimal control, Poliomyelitis, Functional cost, Pontryagin maximum principle, Contour
Problem.

1. INTRODUCCION

La poliomielitis (del griego polids: gris; y de myelos: refiriéndose a la médula espinal) es una enferme-
dad contagiosa, también llamada paralisis infantil que afecta principalmente el sistema nervioso, causada
por la infeccidén con el poliovirus, el cual se propaga por contacto directo de persona a persona, por con-
tacto con moco o flema infectados de la nariz o de la boca o por contacto con heces infectadas. Se llama
infantil porque las personas que contraen la enfermedad son especialmente los nifios entre cinco y diez afios.

El virus entra a través de la boca y la nariz, se multiplica en la garganta y en el tracto intestinal para luego ser
absorbido y diseminarse a través de la sangre y el sistema linfatico. El tiempo desde el momento de resultar
infectado con el virus hasta el desarrollo de los sintomas de la enfermedad (incubacion) oscila entre 5y 35
dias con un promedio de 7 a 14 dias.

La mayoria de las infecciones de polio son asintomaticas. Solo en el 1% de casos, el virus entra al sis-
tema nervioso central (SNC) via la corriente sanguinea. Dentro del SNC, el poliovirus preferencialmente
infecta y destruye las neuronas motoras. Esa destruccidon de neuronas causa debilidad muscular y paralisis
aguda flacida [7]

Fig. 1: Secuelas de la poliomielitis en la infancia
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El poliovirus es mas probable que ocurra en nifios de 4 a 15 afos en climas templados, en verano calido e
invierno un poco frio, es una enfermedad muy infecciosa, pero se combate con la vacunacion. En su forma
aguda causa inflamacion en las neuronas motoras de la médula espinal y del cerebro y lleva a la paralisis,
atrofia muscular y muy a menudo deformidad. En el peor de los casos puede causar paralisis permanente o
la muerte al paralizarse el diafragma [§]

En relacion al control ptimo y aplicacion del principio del maximo de Pontryagin, se encuentran apli-
caciones deterministas en epidemiologia matematica como en Cancer, VIH-SIDA, Tuberculosis, Cdlera,
Dengue, Malaria, Influenza [1], [3], [5], [2], [4]

2. FORMULACION DEL PROBLEMA DE CONTROL OPTIMO

Se propone el siguiente problema de control 6ptimo de la poliomielitis mediante control por vacunacion
y medidas preventivas para evitar el contagio con la bacteria diseminada en el medio ambiente. La dindmica
corresponde a un proceso estocastico, continuo de nacimiento - muerte homogéneo con estados discretos y
tasas de flujos de Poisson. Se interpreta mediante un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales para las
magnitudes promedio.

Las variables y parametros del modelo son: x: nimero promedio de personas susceptibles en el grupo de
riesgo desde que nacen a los veinte afios; w: nimero promedio de personas infectadas asintomaticas en el
grupo de riesgo desde que nacen a los veinte afios; y: numero promedio de personas infecciosas en el grupo
de riesgo desde que nacen a los veinte afios; z; nimero promedio de personas inmunes en el grupo de riesgo
desde que nacen a los veinte afios; N : poblacion total en el grupo de riesgo desde que nacen a los veinte
aflos en un tiempo t, respectivamente. ¢: concentracion del poliovirus en el medio ambiente; uq(t): control
dependiente del tiempo que indica la fraccion de recién nacidos vacunados; u,(t): control dependiente del
tiempo que indica la fraccion de personas que toman medidas preventivas al contagio con el ambiente con-
taminado; By, B: probabilidades de transmision directa e indirecta; 0: tasa de evolucion de la infeccion; y:
tasa de infecciosos que adquieren inmunidad; o, &: tasas de descarga del poliovirus al medio ambiente por
las personas infecciosas y personas infectadas sintomaticos y €: tasa de eliminacion del poliovirus del medio
ambiente; T: tiempo fijo para el control 6ptimo; py, P2: pesos.

El diagrama de compartimientos que interpreta la dinamica de la poliomielitis es:
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Figura 1: Dinamica de transmision y control 6ptimo de la poliomielitis
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Se plantea el funcional objetivo de costos directos ¢ indirectos:

I.uw) = [ 1w )i = [ {wwys o+ B+ Guiwya

ligado al sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales que interpretan la dindmica:

“% = (I —wui(®))uN —ﬂy]yvx = Be(l —uz(t))ex — px = fi(x,u)
O B Bl = woW)ex — (04 ww = foxu)

Y - wy =)

% = uNu(t) +yy —uz =fu4(xu)

% = ow+0y—ec=fsxu)

con condiciones iniciales, x (0) = x¢, w(0) = wy, ¥(0) = vy, z(0) = zy, c¢(0) = cy.

Se trata de hallar un control optimo (i (2), ii2(¢)) tal que:
J (1), ix(1)) = min J(ur(t), us(t))
en donde,

r= {(ul(t),ug(t)) EL2(0,7) - 0< ui(t), us(t) < 1}.

2.1. ANALISIS DEL PROBLEMA DE CONTROL OPTIMO
Dado el problema de control 6ptimo:
(x(2),u(t)) = /o L(x(1),u(t))dt
dx
E=F(x, ut), Y>>0 YucQ

x(0) = xg
La solucion existe si las siguientes hipotesis se cumplen:
i) El conjunto de controles y variables de estado es no vacio.
ii) El conjunto de controles admisibles Q es cerrado y convexo.
iii) Cada f; del sistema de ecuaciones de estado son continuas, estan contenidas y acotadas superiormente
por una suma de controles y estados contenidos, y puede ser escrita como una funcion lineal de u con coefi-

cientes que dependen del estado y control.

iv) Existen constantes aj,a, > 0y p > 1 tal que el Lagrangiano (el integrando) L (x, u, ¢) del funcio-
nal objetivo J es concava y satisface:

/ 2
L ue) < ax = ar(l@F + @)
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Al respecto se formula el siguiente teorema:

Teorema 1 Dado el funcional objetivo J (uj,uz) = [, L(x(s),u(s))ds donde
Q= {u =(uj,uz): u;esmedible, 0< u; <1, t € [Ot] para i :1,2}

sujeto a las ecuaciones de variables de estado con x(0) = xgy A (t) = 0, entonces existe un control optimo
u = (uy,us) tal que max,cqJ (u;,uz) = J(ug, us).

La funciéon Hamiltoniana o (funciéon de Pontryagin) es de la forma H(x, u, ) = L(x, u) + 215: ;Aifi
donde x es el vector de variables de estado, u el vector de controles, A el vector de variables adjuntas o
conjugadas y L es el Lagrangiano. Es decir,

Hxu )=
wty+ '0—] ui(t) + —ug(t) + A [(1 - u1(t)),uN 'ByN —ﬁc(l - ug(t))cx - ,ux} +
iz [ﬂyﬁx Bell = wa())ex = O+ ww| + 230w = (1 + @) + Ay(uNu (1) + yp — pz)+
As(ow + 6y =€) + vyuy(t) + va (1 = uy (1)) + vaus(t) + vy(1 — us(t))

donde v;(t) i =1,.., 4son multiplicadores de penalizacion tales que:

viup =0, va(l—up) =0 y vsu; =0, vyl —uy)=0 (1)
Aplicando la condicion de primer orden aH = 0 en particular 7 aH =0, gﬁ’ = () se obtiene los controles
optimos:
_ , , 1
u(t) = mn <max (0, — (A juN — A4uN —v; + v2)> , 1>
Pl
y
_ 1
ur(t) = mn <mélx (0, —(Aofeex — Aificex + vy — V3> , 1>
P2
El sistema conjugado (o sistema adjunto) tiene la forma d’l = —Hy(x,/,u ). Esdecir,
Y B - Dw)e s ] = i [B 2+ (1 - Bw)e] = @itxhu )
dt ’N *N
dA
5= TlEda(ut 0) = As0-hso = gax du )
dl; X X
— = 1+ Afy= APy T A3y ) — Ay —As0 = A
7 1ﬁyN 2,5yN 3(y ) = Agy — 456 = g3(x, Lu )
dA
L= =g iu)
dA _ _
7; = A1l —ux(t))x = A2Be(1 = ux(t))x + Ase = gs(x, Au )

con condiciones de transversalidad 4;(z) = 0,i = 1, ..., 5.

3. RESULTADOS NUMERICOS

El problema de contorno esta formado por el sistema de variables de estado de la dinamica de transmision de
la poliomielitis, con sus respectivas condiciones iniciales, el sistema conjugado y las condiciones terminales
y el control 6ptimo:
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G = Fxul)
i _ -
G =Gx ul)
x(0) = x9, A(x)=0

(1) = min (mx (0, L0.uN = gV = vy +v5)), 1)

us(t) =mn (max (0, p%(igﬁccx — Aifecx + vy — V3> , 1) .

se resolvio utilizando el programa MATLAB con las condiciones iniciales, condiciones terminales y valores
hipotéticos de los parametros.

70
==
~.
~
» 65 ‘N,
2 N
a2 N
B 60 \
g .
o \
13 .
S \
? 55 v
\
50
10 20
Tiempo
100
80 ks
4
3 ‘,‘
@ 60 P
5 .
-
Ew PR
R
-
20 e
".
-
0
0 10 20
Tiempo
0.2
[
o
°
‘s 0.15
©
c
s
s 01
2
3
£ 005
o
(8]
0
0 10 20
Tiempo

Infectados

Control medidas preventivas

Concentracion del Polivirus

5
=}

IS
o

w
S

N
=]

=)

Infecciosos

o
o

0.8

0.6

04

0.2

10
Tiempo

20

Con control

————— = Sin control

0 10 20
Tiempo

Figura 2: Comportamiento de las personas susceptibles x, personas infectadas asintomaticos w, personas infecciosas

y, personas inmunes z y concentracion del poliovirus en el medio ambiente c.
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